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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

ZADANIA ZAMKNIETE

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024*

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

I. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. Zdajacy:

R11.1) oblicza granice funkcji (i granice
jednostronne), korzystajgc z twierdzen
0 dziataniach na granicach i z wkasnosci
funkgciji ciggtych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
D

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R8.4) oblicza wspotrzedne oraz dlugosé

wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz
mnozy je przez liczbe. Interpretuje
geometrycznie dziatania na wektorach.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
C

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1698).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 3. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:
R7.1) stosuje twierdzenia charakteryzujgce

czworokaty wpisane w okrag i czworokaty
opisane na okregu.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
B

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegétowe
lll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R10.1) wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji
Z powtdrzeniami do zliczania obiektéw
w sytuacjach kombinatorycznych.

Zasady oceniania
1 pkt — odpowiedz poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwiazanie
C
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

ZADANIE OTWARTE (KODOWANE)

Zadanie 5. (0-2)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024
Wymaganie ogoélne Wymaganie szczegétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R3.5) stosuje twierdzenie o pierwiastkach
wymiernych wielomianu o wspétczynnikach
catkowitych.

Zasady oceniania
2 pkt — odpowiedz catkowicie poprawna.
0 pkt — odpowiedz niepetna lub niepoprawna albo brak odpowiedzi.

Rozwigzanie
2 8|5

ZADANIA OTWARTE (NIEKODOWANE)
Uwagi ogodlne:

1. Akceptowane sg wszystkie rozwigzania merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

2. Jezeli zdajgcy popetni btedy rachunkowe, ktére na zadnym etapie rozwigzania nie
upraszczajg i nie zmieniajg danego zagadnienia, lecz stosuje poprawng metode
i konsekwentnie do popetnionych btedéw rachunkowych rozwigzuje zadanie, to moze
otrzymacé co najwyzej (n — 1) punktow (gdzie n jest maksymalng mozliwg do uzyskania
liczbg punktéw za dane zadanie).

Zadanie 6. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogéine Wymaganie szczegétowe
V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
R2.1) uzywa wzoréw skroconego mnozenia
na (a+ b)3 oraz a3+ b3.

Zasady oceniania

3 pkt — przeprowadzenie petnego rozumowania, tj. przeksztatcenie nieréwnosci
x3 — x%y < xy? —y3 do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowaé
o rownosci liczb x i y (lub do postaci, z ktérej mozna bezposrednio wnioskowac, ze
jedna z liczb: x, y, jestréwna 2) oraz obliczenie tych liczb: x = 2 oraz y = 2.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

2 pkt — zastosowanie wzoru na szescian roznicy oraz kwadrat roznicy, wykorzystanie
zatozenia i zapisanie nierébwnosci kwadratowej z jedng niewiadomg x (lub y)
w postaci ax? +bx+c >0 lub ax?+bx+c <0,np. 16x2—64x+64<0
ALBO
— wykorzystanie zatozenia x + y = 4 i zapisanie nierdwnosci w postaci
4(x —y)2 <0 (lub 4(4—2y)2<0,lub 4(2x — 4)? < 0),
ALBO
— przeksztatcenie nieréwnosci do postaci (x — y)? - (x + y) < 0 oraz poprawne
okreslenie znaku jednego z czynnikéw iloczynu (x — y)? - (x + y),
ALBO
— zastosowanie nierownosci miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng, zapisanie
obu przypadkow i przeprowadzenie poprawnego rozumowania dla jednego z tych
przypadkow.
1 pkt — wykorzystanie zaleznosci x + y = 4 i zapisanie nierdwnosci z jedng niewiadoma,
np. x3 —x?(4—x)<x(4—x)>—(4—x)3
ALBO
— przeksztatcenie nieréwnosci x3 — x?y < xy? — y3 do postaci
(x—y)x* -y <0,
ALBO
— przeksztatcenie nierdwnosci x3 — x?y < xy? — y3 do postaci x -y = 4.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:

Jezeli zdajgcy podstawia do zwigzkéw x + y = 4 oraz x3 — x%2y < xy? — y3 konkretne
wartosci liczbowe i na tym opiera swojg argumentacje, to otrzymuje 0 punktéw za cate
rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwiagzania

Sposob [
Poniewaz x +y = 4, wiec y = 4 — x. Poniewaz ponadto x i y spetniajg nierownosc¢
x3 — x%y < xy? — y3, wiec otrzymujemy

x3-x2(4-x)<x(4-x)?*—-(4—x)3
Stosujemy wzor na szescian roznicy oraz kwadrat roznicy i otrzymujemy
x3 —4x? + x* < x(16 — 8x + x%) — (64 — 48x + 12x* — x3)
Przeksztatcamy nierownosc i otrzymujemy kolejno
x3 —4x? + x3 < 16x — 8x% + x3 — 64 + 48x — 12x% + x3
16x% — 64x + 64 < 0
(4x —8)2 <0

Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec jedynym
rozwigzaniem tej nieréwnosci jest x = 2.

ﬁgﬁgf)\. e Strona 5z 45

EGZAMINACYJNA



Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

Poniewaz y =4 — x, wiec y = 2.
To nalezato wykazac.

Sposob Il
Przeksztatcamy nierowno$é¢ x3 — x%y < xy? — y3 kolejno do postaci

x3—x?y—xy?+y3<0
(x=y)(x*=y*) <0
(x+y)(x—-y)?<0

Poniewaz x + y = 4, wiec otrzymujemy

4(x —y)2 <0

Poniewaz kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemng, wiec musi zachodzi¢
(x=y)*=0

Stad x —y =0, czyli x = y. Zatem 2x = 4, czyli x = 2. Poniewaz y = 4 — x, wiec

y=2.
To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 7. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegétowe

V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:

R7.4) znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich z zastosowaniem twierdzenia
sinusow i twierdzenia cosinusow.

Zasady oceniania
3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: |ND| =+/3 + 1.
2 pkt — obliczenie dtugosci odcinka BN': V3-1
ALBO
— obliczenie dtugosci odcinka BD: |BD| = 243 i zapisanie réwnania z jedng
niewiadomg x (dtugoscig odcinka BN),

ALBO
— zapisanie rownania X = 243 z niewiadomg x = |DN| (otrzymanego
2v/3—x 1
Z podobienstwa trojkatéw BLN i DEN, sposéb VII),

ALBO

1 3
V34+1'V3+1

— obliczenie wspotrzednych punktu N: N = ( ) i obliczenie dtugosci

odcinka BD: |BD| = 2v/3 (sposob V),

ALBO
— obliczenie wspoirzednych punktéw N i D: N = (ﬁ%) i D=(+3,3)
(sposéb V),
ALBO
— obliczenie wspétrzednych punktu N: N = (ﬁ%) i zapisanie dtugosci |DN|
‘_ﬁ'ﬁ_l \/_+1+4’

w postaci (sposob V).

[

1 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg x = |BN|, np.

%- 1-x-sin60° + % *x+1-sin30° = % (z sumy pdl tréjkatow BLN oraz KBN),

e 1050 = sin9215° (z twierdzenia sinuséw dla tréjkgta BNK),
sir1175° = sinji}5° (z twierdzenia sinusow dla trojkgta BNL),
1 x: \/—

1- 7 X =" (ze zwigzkéw miarowych w trojkatach BEN i ELN),

ALBO

— obliczenie diugosci odcinka BD i zapisanie |BD| = 2+/3,
ALBO
ﬁf,',‘vf,’;j‘,t NA Strona 7 z 45
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

— zapisanie rownania z jedng niewiadomg x (pierwszg lub drugg wspétrzednag
punktu N), np. —x + 1 = +/3x (sposéb V),
ALBO
— wyznaczenie rownan prostych AC i BD oraz obliczenie wspétrzednych punktu D:
D = (\/§ 3) (sposéb V).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano nieprawidtowg metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
W rozwigzaniach nie sg akceptowane przyblizenia dziesietne liczb rzeczywistych.

Przyktadowe petne rozwigzania
Sposdb I (pola tréjkgtow)

W trojkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| =2, |AB| =4 i |BD| = 2V/3.

A
602
D
K
N
1
B 1 L c

W tréjkgcie BLN miara kgta NBL jest réwna 60°. W tréjkgcie KBN miara kata KBN

jest réwna 30°. Poniewaz pole tréjkgta KBL (réwne %) jest sumg pol trojkatéow BLN oraz
KBN, wigc mozemy zapisac rownosc

1 . 1 ) 1

ol |BL| - |[BN| - sin 60° +§- |BN| - |BK]| - sin30° = >

Stad, po uwzglednieniu warunku |BK| = |BL| = 1, otrzymujemy dalej

V3 1
BN| -+ |BN|-5 =1

IBN|-(V3+1) =2
|IBN| =vV3 -1
Zatem |ND| = |BD|—|BN|=2V3—-(¥3—-1)=vV3+1.

To nalezato wykazac.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Sposob Il

W trojkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| =2, |AB| =4 i |BD| = 2V/3.
Katy w tréjkgcie BNK majg miary: 30°, 45°, 105°. Stosujemy twierdzenie sinuséw

i zapisujemy rownosc:

|BK | _ |BN|
sin105°  sin45°
Zatem
1 - sin45° 2 2
* sin -
|IBN| = — = 2 = =v3-1
sin(60° +45°) V3 V2 1 V2 3+1
2 2 2 2
Ostatecznie |ND| = |BD|—|BN|=2vV3 - (¥3-1)=+3+1.
To nalezato wykazac.
Sposob Il (trojkgt BLN)
Prowadzimy wysoko$¢ NE w trojkgcie BLN ioznaczamy x = |BE|.
A
602
D
K
N
1
B E'T7L C

Tréjkat prostokgtny DAB ma katy ostre 60° i 30°, wiec:
|AB| = 2|AD|=2-2=4 i |BD|=|AD|V3 =23

Trojkat prostokatny BLK ma katy ostre 45°, wiec |KL| = /2.
W tréjkgcie prostokgtnym NBE katy ostre majg miary 60° i 30°, wiec

INE| = |BE|-vV3=xV3 i |BN| = 2|BE| = 2x
Trojkat prostokatny ELN ma katy ostre 45°, wiec
INE| = |EL| = xV/3

Ale |NE| = |BL| — |BE| = 1 — x, wiec otrzymujemy réwnanie
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

1—x=xV3
xV3+x=1
(V3+1)x=1
Mnozgc obie strony réwnania przez V3 -1, otrzymujemy
2x =v3-1
czyli
|IBN| =2x =3 -1
Zatem |ND|=|BD|—|BN|=2V3—(¥3-1)=v3+1.

To nalezato wykazac.

Sposdb 1V (twierdzenie cosinuséw)

W trojkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| =2, |AB| =4 i |BD| = 2+/3.
W tréjkacie KBL katy majg miary: 90°, 45°, 45° oraz: |BK| = |BL| =1, |KL| = V2.
Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do tréjkgtow KBN oraz BLN otrzymujemy
rownosci

|BN|? = |BK|?> + |KN|?> — 2+ |BK| - |KN| - cos45°
oraz
|IBN|? = |BL|?> + |LN|? = 2 |BL| - |LN| - cos45°
Zatem po podstawieniu |BK| = |BL| = 1 idodaniu stronami réwnan otrzymujemy rowno$é:
2-|BN|* = |LN|? + |KN|?

Poniewaz |4KBN| = 30°, wiec z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do trojkgta KBN
otrzymujemy:

|KN|? = |BK|*+ |BN|?> — 2+ |BK| - |BN| - cos30°

Poniewaz |4NBL| = 60°, wiec z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do trojkgta BLN
otrzymujemy:

|ILN|? = |BL|?> + |BN|?> — 2 - |BL| - |BN| - cos60°
Zatem po podstawieniu |BK| = |BL| = 1 idodaniu stronami réwnan otrzymujemy rownos¢:

ILN|%2 + |KN|> =2+ 2-|BN|?> — |BN| -3 — |BN|
Ale

2-|BN|?> = |LN|?> + |KN|?
wiec

2+|BN|2=2+2-|BN|?—|BN| -3 — |BN|
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zatem |BN|- (V3 + 1) =2, czyli |BN| =+/3 — 1. Dlatego
IND| = |BD| - |[BN| =2V3—-(v3-1)=v3 +1.
To nalezato wykazac.

Sposob V (trojkat w uktadzie wspotrzednych)

Umieszczamy trojkat ABC w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych (x,y) tak, aby:

B = (0,0), A byt punktem lezgcym na dodatniej pétosi Oy, C byt punktem lezgcym na
dodatniej potosi Ox. Wtedy K = (0,1) i L = (1,0), wiec prosta KL ma réwnanie

y = —x + 1. Poniewaz |£BAC| = 60° i BD 1 AC, wiec prosta BD jest nachylona do osi
Ox pod katem 60°. Stgd BD ma réwnanie y = V3x.

yAA
4
602 y=v3-x
. D
11(
N
L A
0|B 1 x
y=—-x+1 ¢

Obliczamy wspétrzedne punktu N:

y=—x+1
L= v
{\/§x=—x+1
y=+3x
(1
!x_\/§+1
V3
Ly_\/§+1

czyli N = (L ﬂ)
W=\ )
Obliczamy wspotrzedne punktu A.

|AD| o _ |AD| _ . . _
4B = cos 60°, wiec |AB| = “0s60° = 4 istad A = (0,4).
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

Poniewaz |4BCA| = 30°, wiec wspdtczynnik kierunkowy a w réwnaniu prostej AC jest

V3

rowny a = tg150° = —g . Zatem prosta AC ma réwnanie y = —3X + 4.

Obliczamy odlegtos¢ punktu N od prostej AC:

V31 1 V3 4 |—\/§—3\/§+12(\/§+1) 8v3+12
|_?'\/§+1 T B + | _ 3(W/3+1) _ 3(V3+1)
2 B 2 I
J(— 2) + (-1 7 7
3
8V3+12 V3 4+2v3 2(2++3)(vV3-1)
3(V3+1) 2 V341 2

Zatem |ND| = +/3 + 1. To nalezato wykazac.

Sposéb VI (prosta rdwnolegta do KL przechodzgca przez D)
Prowadzimy wysokos¢ DE trojkata BCD, a przez punkt D prostg réwnolegtg do
prostej KL ioznaczamy przez F punkt jej przeciecia z prostg BC.

A
6092
F D
K
) N
B 1 L E F C

W trojkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| = 2, |AB| =4 i |BD| = 2V/3.
Tréjkat prostokgtny BED ma rowniez katy ostre 60° i 30°, wiec |BE| = lBZﬂ =+/3

i IDE| =|BD|V3 = 3.

Trojkat prostokatny DEF ma katy ostre 45°, wiec jest rownoramienny.

Zatem |EF| = |DE| = 3.

Stad |LF| = |LE| + |EF| = (|BE| — |BL]) + |[EF| =vV3—1+4+3 =2 +/3.
Z twierdzenia Talesa otrzymujemy

IND| _ |BN|
ILF| — |BL]

czyli
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

IND| _ 2V3—|ND|
2+v3 1

Stad
IND| = (2 +V3) - (2V3 = IND|)
IND| + (2++3)-IND| =4V3 +6
IND|-(3+V3)=4V3+6

_43+6  2(2V3+3)(3-v3)
3443 9-3

IND| =vV3+1

To nalezato wykazac.

Sposdéb Vil (prosta rdwnolegta do BC przechodzgca przez D)
Prowadzimy przez punkt D prostg réwnolegta do prostej BC i oznaczamy przez E punkt
jej przeciecia z prostg KL, natomiast przez F — punkt jej przeciecia z prostg AB.

A
60O~_2
D

E F )

K

N
1
B 1 L C

W trojkacie DAB o katach 90°, 60°, 30° mamy: |AD| = 2, |AB| =4 i |BD| = 2+/3.
Trojkat prostokatny AFD ma katy ostre 60° i 30°, wiec |AF| =1 oraz |DF| =+/3.
Zatem |FK|=4-1-1= 2.

Trojkat prostokatny KFE ma katy ostre 45°, wiec jest rownoramienny.

Zatem |EF| = |FK| = 2.Stad |ED| = 2 + /3.

Trojkaty DEN i BLN sag podobne (kkk), wigc

IND| _|BN|
|ED|  |BL|

czyli
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

IND| 23— |ND|
2+V3 1

Stad
IND| = (2++3)-(2V3—|ND|)
IND|+ (2++V3) - IND| =4V3 + 6
IND|-(3++3)=4V3+6

43+6 2(2V3+3)(3-+V3)
3+V3 9-3 -

IND| =

To nalezato wykazac.

Strona 14 z 45

V3 +

1



Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 8. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R10.3) korzysta z twierdzenia
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody obliczenia prawdopodobiehstwa i poprawny
wynik: % :

2 pkt — zapisanie/obliczenie prawdopodobienstwa zdarzen B4, B,, B; oraz
prawdopodobienstw warunkowych P(A|B;), P(A|B,), P(A|B3):

5 5\ (2 2
3) 1)-(1) . . 2 1
P(B1)=Q i P(By) =L,| P(B3)=(L7),|P(A|B1) =§,| P(A|B,) =g
(2) (2) (2)
i P(A|B3;) =0
ALBO
— zapisanie prawdopodobienstw na wszystkich odcinkach istotnych gatezi drzewa,
ALBO

— zapisanie/obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych oraz liczby wszystkich
zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A, przy zastosowaniu klasycznej
definicji prawdopodobienstwa: |} =7-6-5 oraz
|Al]=5:4-2+5-2-1+2-5-1 (lub |A| = |A;| + |A;| + |43] = 60).

1 pkt — opisanie zdarzen losowych B4, B,, B3 i obliczenie ich prawdopodobienstw:

_0) _@)® _@)
PE =y P =TT P
ALBO

— narysowanie drzewa stochastycznego doswiadczenia i zapisanie prawdopodobienstw
na gateziach drzewa | etapu doswiadczenia (dla drzewa dwuetapowego) lub | i Il
etapu (dla drzewa trzyetapowego),

ALBO
— obliczenie prawdopodobienstw wylosowania kuli czarnej na ostatnim etapie oraz

wiasciwe zinterpretowanie wczesniejszych etapéw doswiadczenia: % , % :
ALBO
— zapisanie/obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych lub liczby wszystkich
zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A, przy zastosowaniu klasycznej
definicji prawdopodobienstwa: || =7-6-5 lub
|Al]=5:4-2+5:-2-1+2-5-1 (lub |A| = |A;| + |A;| + |A3] = 60).
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano nieprawidtowg metode, albo brak rozwigzania.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy, stosujgc twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym, pominie sktadnik
P(B3) - P(A|B3), to moze otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy zapisze jedynie P(A) = % , to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajgcy zapisze P(A) = % i zapisze poprawny komentarz uzasadniajgcy
otrzymany wynik, to otrzymuje 3 punkty.

Przyktadowe petne rozwigzania

Sposdb | (prawdopodobieristwo catkowite)

Wprowadzamy nastepujgce oznaczenia:

A — zdarzenie polegajace na tym, ze w drugim losowaniu wylosowano kule czarna,

B, — zdarzenie polegajgce na tym, ze w pierwszym losowaniu wylosowano dwie kule biate,
B, — zdarzenie polegajgce na tym, ze w pierwszym losowaniu wylosowano kule biatg i kule
czarna,

B; — zdarzenie polegajgce na tym, ze w pierwszym losowaniu wylosowano dwie kule czarne.

Obliczamy prawdopodobienstwa zdarzen By, B,, B3 :

> 10 ) . (2 10 1
P(B1)=%=H P<B2):%=H p(33)=(27)=ﬁ

Obliczamy prawdopodobienstwa warunkowe P(A|B;), P(A|B,), P(A|B5):

G- G _2

DGO s

1
P(A|B) = ¢ P(A|B3) = 0

2)

P(A|By) = P(ANB,) : P(By) =

Stosujemy twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym i obliczamy prawdopodobienstwo
zdarzenia A:

P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|B;) - P(Bz) + P(A|B3) - P(Bs) =
210 1 10 1 2

——. 4. __40.— ==
5 21 + 5 21 + 21 7

Sposoéb Il (model klasyczny)

Niech K bedzie zbiorem siedmiu kul, ktére znajdowaty sie w pojemniku. Przyjmijmy, ze

zdarzeniem elementarnym jest kazdy ciag (x,y, z), ktérego wyrazami sg trzy kule:

X, Yy, Z € K, parami rozne. Zdarzenia elementarne s3g jednakowo prawdopodobne (jest to

model klasyczny).
Witedy

Q] =7-6-5=210

gdzie |Q| oznacza liczbe elementéw zbioru Q (zbioru wszystkich zdarzen elementarnych).
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Niech A bedzie zdarzeniem polegajgcym na tym, ze trzecia z wylosowanych kul (z) bedzie
czarna.

Zdarzenie A jest suma parami roztgcznych zdarzen:

A; — dwie wylosowane kule (x oraz y) bedg biate, a trzecia kula (z) bedzie czarna,

A, — pierwsza kula (x) bedzie biata, a nastepne dwie (y oraz z) bedg czarne,

As; — pierwsza kula (x) bedzie czarna, druga (y) bedzie biata, a trzecia kula (z) bedzie
czarna.

Poniewaz

|A;| =5-4-2=40, |A;] =5-2-1=10, |A3]=2-5-1=10
wiec
|Al = |A1] + |Az] + |A3] = 60
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne

Al 60 2
P A = —_— — = —
(4) Q] 210 7

Sposéb Il (drzewo stochastyczne — 3 etapy)
Rysujemy fragment drzewa stochastycznego rozwazanego doswiadczenia z uwzglednieniem

wszystkich istotnych gatezi. Symbol ,b” odpowiada wylosowaniu kuli biatej, symbol ,c” — kuli
czarnej. Po wylosowaniu dwoch kul czarnych nie mozemy juz wylosowac kuli czarnej.
Oznaczamy przez A zdarzenie polegajgce na tym, ze trzecia z wylosowanych kul jest
czarna.

5
7
b c
4 2 5
6 6 6
b c b c
2 1 1
5 5
c c c

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

Sposob Il (drzewo stochastyczne — 2 etapy)
Rysujemy fragment drzewa stochastycznego rozwazanego doswiadczenia z uwzglednieniem

wszystkich istotnych gatezi. Symbol ,b” odpowiada kuli biatej, symbol ,c” — kuli czarne;j.

Po wylosowaniu dwoch kul czarnych nie mozemy juz wylosowac kuli czarne;.

Oznaczamy przez A zdarzenie polegajgce na tym, ze kula wylosowana w drugim losowaniu
jest czarna.

b,b b,c G ¢

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne

5
p(A)=(L)§ +T.%=_

@° G
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Zadanie 9. (0-3)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogoélne Wymagania szczegoétowe
V. Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy:
R11.2) oblicza pochodne funkcji
wymiernych;

R11.3) korzysta z geometrycznej
interpretacji pochodne.

Zasady oceniania

3 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x, = —3 oraz y = —%x + %
(lub y = —18—1(x + 3) + 3).
2 pkt — obliczenie odcietej punktu P iwyznaczenie pochodnej funkcji f: x, = —3 oraz
100 (6x—2)-(x2+2x+8)—(3x2—2x)-(2x+2)
x = 2 .
(x24+2x+8)
1 pkt — obliczenie odcietej punktu P: x, = —3
ALBO

(6x—2)-(x%+2x+8)—(3x2—2x)-(2x+2)
2 2 '
(x%+2x+8)
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

— wyznaczenie pochodnej funkcji f: f'(x) =

Uwaga:
Jezeli zdajgcy btednie stosuje wzér na pochodng ilorazu funkgji, to moze otrzymac co
najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

Przyktadowe petne rozwigzanie
Obliczamy odcietg x, punktu P:
_ 3x§ —2x,
X2 +2x,+8
3x02 + 6x0 + 24’ = 3x02 - sz
xO = _3
Wyznaczamy pochodna funkcji f:

(6x —2)(x? +2x +8) — (3x2 = 2x)(2x + 2)
(x? 4+ 2x + 8)2
) 8x2% + 48x — 16
flx) = Tz >
x% 4+ 2x + 8)

f'e) =

Wyznaczamy réwnanie kierunkowe y = ax + b stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie P. Obliczamy wspoétczynnik kierunkowy a w réwnaniu styczne;:
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

8
a=f(-3=-=

Obliczamy wspétczynnik b w réwnaniu stycznej:

8
3=—g7 (-3 +b

Styczna ma réwnanie y = — %x + 12 .

[u=y
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 10. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R3.8) rozwigzuje réwnania i nierownosci

z warto$cig bezwzgledng, o poziomie
trudnosci nie wyzszym niz:
[lx + 1] —2| =3, |x+ 3|+ |x — 5| > 12.

Zasady oceniania
11 E)
3’3
3 pkt — rozwigzanie nieréwnosci w dwdch sposrdd rozwazanych przedziatéw/przypadkow
(o ile rozpatruje nieréwnos¢ w przedziatach/przypadkach, ktérych suma jest réwna
R/wyczerpujgcych zbiér R)
ALBO
— zapisanie nierownosci w postaci rownowaznej koniunkcji dwoch nieréwnosci:

x+2<23—5—|x—3| i x+2>—(%—Ix—3|),anaste,pniewpostaci

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: x € (—

réownowaznej koniunkgcji nieréwnosci bez uzycia symbolu wartosci bezwzgledne;j:

x—3<£—x i x—3>—(13—9—x) [ x—3<x+ﬂ i x—3>—(x+£),

3 3 3
ALBO
— odczytanie z wykresow funkcji f oraz g pierwszych wspotrzednych punktéw ich

- 11 14 . . . s
przecigcia: x = ——- oraz x = & | sprawdzenie rachunkiem poprawnosci
odczytanych wspotrzednych.

2 pkt — zastosowanie definicji wartosci bezwzglednej lub wlasnosci wartosci bezwzglednej
i zapisanie danej nierébwnosci odpowiednio w trzech przedziatach: (—oo, —2),
(—2,3), (3,+), lubw czterech przypadkach: x +2 <0 i x—3<0, x+2<0
ix—320,x+2=20ix—-3<0,x+2=01x—32=0 (zdoktadnoscig do

domknigcia)
ALBO
— zapisanie nieréwnos$ci w postaci rwnowaznej koniunkcji dwoch nieréwnosci:
25 , 25
x+2<?—|x—3| [ x+2>—(?— x—3|),
ALBO

— narysowanie wykresow funkcji f(x) = |x + 2| oraz g(x) = 23—5 — |x = 3].

1 pkt — przeksztatcenie danej nierownosci do postaci |x + 2| < % — |x = 3].

0 pkt — rozwigzanie, w ktdorym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jesli w rozwigzaniu algebraicznym zdajgcy popetni btad przy zapisie nieréwnosci tylko
w jednym z rozpatrywanych przypadkéw, ale konsekwentnie do popetnionego btedu
rozwigze zadanie do konhca, to moze uzyskac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

2. Jesli w rozwigzaniu graficznym zdajacy popetni jeden btgd przy rysowaniu wykresu funkciji
f(x) =|x+2| albo g(x) = % — |x — 3], ale otrzyma dwa punkty przeciecia i dalej
konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze zadanie do konca, to moze uzyskac co
najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie (za zapisanie wyrazen w postaci |x + 2| oraz

|x — 3| oraz konsekwentng interpretacje zbioru rozwigzan).

3. Jezeli zdajgcy przy rozwigzaniu graficznym poda zbiér rozwigzan x € (—%%) ale nie

sprawdzi rachunkiem pierwszych wspotrzednych punktéw przeciecia wykresow funkgji f
i g, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania
Sposob |
Zauwazamy, ze Vx2 +4x +4 =/(x + 2)2 = |x + 2| oraz

VxZ—6x+9=,/(x—3)2=|x-3|

Zapisujemy nierébwno$¢ vx? + 4x + 4 < % —Vx? — 6x + 9 wréownowaznej postaci

2l <% - 1x -3l

Rozwazamy trzy przypadki.

Przypadek 1. (gdy x € (—oo0,—2))

W tym przypadku nieréwno$¢ ma posta¢ -x — 2 < 23—5 +x—3,czyli x> —% .

Stad otrzymujemy x € (—% —2).

Przypadek 2. (gdy x € (=2, 3))

W tym przypadku nieréwnos¢ ma postaé¢ x + 2 < 23—5 + x — 3. Otrzymujemy prawdziwg

nierownosé¢ 5 < 23—5 , wiec x € (—2,3).

Przypadek 3. (gdy x € (3, +))

W tym przypadku nieréwnos¢ ma postaé¢ x + 2 < 23—5 —x+ 3, czyli x < 13—4 . Stad

otrzymujemy x € (3,13—4).

11 14)_

Ostatecznie rozwigzaniami danej nierdwnosci sg wszystkie liczby ze zbioru (— 33

Sposob Il (poprzez koniunkcje nierdwnosci)
Zauwazamy, ze Vx2 +4x +4 = \/(x + 2)%2 = |x + 2| oraz
VxZ—6x+9=,/(x—3)2=|x—3|

Zapisujemy nierébwno$¢ vx? + 4x + 4 < % —Vx? — 6x + 9 wréownowaznej postaci
25

|x+2|<?—|x—3|.

Dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest
rownowaznosé: |x| < a wtedy i tylko wtedy, gdy x < a i x > —a.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Przeksztatcamy nieréwnos¢ |x + 2| < % — |x — 3|, korzystajgc z tej rownowaznosci
dwukrotnie:

25 . 25

xX+2<——|x—-3| i x+2>—(——|x—3|)
3 3
| 3] < 1 i 3| <x+ 51
X 3 x i |x X 3
19 _ 19 _ 31 31
x—3<—-—x i x—3>—(——x) i x—3<x+—= i x—3>—<x+—)
3 3 3
) <28 _ 3> 19 3<31 xS 22
x 3 [ 3 [ 3 i 2x 3
14 11
x<— i xeER i x€R i x>——
3 3
11 cx< 14
3 S*S3
, , I o - e : 11 14
Ostatecznie rozwigzaniami danej nierownosci sg wszystkie liczby ze zbioru (— ?,?).
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Zadanie 11. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

R5.2) rozpoznaje szeregi geometryczne
zbiezne i oblicza ich sumy.

Zasady oceniania

4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: L = 4\6/%

-
8:(4+J10)a
(lub L = —a ).
3 pkt — zapisanie: L = 4a (1 + @ + % + .. >
. . , 10
2 pkt — obliczenie ilorazu ciggu: q = 7
1 pkt — obliczenie dtugosci boku drugiego kwadratu: a, = @a.

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1.

Jezeli zdajgcy obliczy tylko sume dlugosci bokéw (po jednym z kazdego kwadratu), to
moze otrzymacé co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

. Jezeli zdajacy btednie ustala stosunek podziatu dtugo$ci boku kwadratu i rozwigzuje

zadanie konsekwentnie do konca, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie (za obliczenie ilorazu q ciggu, oile g € (0,1), oraz za konsekwentne
obliczenie sumy obwodoéw wszystkich kwadratow).

. Jezeli zdajacy przyjmuje do obliczen konkretng diugos$¢ boku kwadratu K; irozwigzuje

zadanie konsekwentnie do konca, to otrzymuje 2 punkty za cate rozwigzanie.

. Jezeli zdajacy popetni btgd rachunkowy i otrzyma iloraz q ciagu, ktéry jest liczbg spoza

przedziatu (0, 1), to moze otrzymacé co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie (za
poprawne obliczenie a,).

Przyktadowe pelne rozwigzanie
Oznaczmy przez a; dtugos¢ boku kwadratu K; , natomiast przez L; — obwdd kwadratu K;

(dla i =1,2,3,..). Niech L oznacza sume obwoddw wszystkich rozwazanych kwadratéw.
Obliczamy dtugosci bokow kolejnych kwadratéw:

a1:a

Analogicznie
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

V10 V10 V10 5
a3:Ta2:T'Ta:§a
5V10
a, = 3 a
i tak dalej.
Stad

V10 5 V10 5
L:L1+L2+L3+ ...=4a+4-Ta+4-§a+ ...=4a<1+T+§+ )

Zauwazamy, ze wyrazenie w nawiasie jest sumg szeregu geometrycznego, gdzie a; = 1

_T0

4

_— V10 : o .
Poniewaz |q| = = < 1, zatem spetnione sg zatozenia twierdzenia o istnieniu sumy
nieskonczonego szeregu geometrycznego.

B 1 4a _ 8(4+/10)a
Zatem L = 4a G o 3 ,
I-= 1=
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Zadanie 12.

(0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne

Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

Zdajacy:

R6.5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy
i réznicy katéw, sume i réznice sinusow

i cosinusow katow;

R6.6) rozwigzuje réwnania

N —

trygonometryczne typu sin2x =

sin2x +cosx =1, sinx + cosx = 1.

Zasady oceniania

7 11w

4 pkt — poprawna metoda rozwigzania réwnania i poprawny wynik: T, 5 6 21.

3 pkt — przeksztatcenie réwnania 3 sin? x — sin? 2x = 0 do alternatywy réwnan
trygonometrycznych i rozwigzanie dwdch z otrzymanych réwnan w zbiorze R lub

jednego z nich w przedziale (m, 2m).

2 pkt — zapisanie alternatywy réwnan: sin?x =0 lub 3 —4cos?x =0
ALBO

— zapisanie alternatywy réwnan: sin?x = 0 lub 4sin?x —1 =0,
ALBO

— zapisanie alternatywy réwnan:

V3sinx — 2sinxcosx = 0 lub V3 sinx + 2sinx cosx = 0,

ALBO
— zapisanie i rozwigzanie réwnania kwadratowego z niewiadomg t = cos?x (np.

4t2 —7t+3=0it=1oraz t =

ALBO
— zapisanie i rozwigzanie réwnania kwadratowego z niewiadomg t = sin®x (np.

4t2 —t=0i t=0 oraz 1:=1

ALBO

— zapisanie alternatywy réwnan: |sinx| = 0 lub v3 — 2|cos x| = 0.
1 pkt — przeksztatcenie rownania 3 sin? x — sin? 2x = 0 do jednej z ponizszych postaci:
sin?x (3 —4cos?x) =0

lub sin?x (4sin?x — 1) =0,

4

lub 4cos*x —7cos?x+3=0,

lub 4sin*x — sin?x = 0,

),

3
)

lub (\/§ sinx — sin 2x)(x/§ sin x + sin Zx) =0,

lub |\/§sinx| = |sin 2x]|.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano nieprawidtowg metode, albo brak rozwigzania.
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Uwagi:

1. Jezeli jedynym btedem zdajgcego jest:
— podzielenie obu stron réwnania przez sinx (bez stosownego zatozenia)
— zastosowania niepoprawnej zaleznosci va? = a

— zastosowania niepoprawnej zaleznosci va? —b%? =a—»b
i zdajgcy konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze uzyskac co najwyzej
2 punkty za cate rozwigzanie (o ile nie nabyt praw do innej punktaciji).
2. Jezeli zdajacy, przeksztatcajac lewg strone rownania, zapisze jg w postaci
sinx - (3 —4cos?x) lub sinx - (v/3 — 2 cosx)(v/3 + 2 cos x), to moze otrzymaé co
najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie.

Przyktadowe pelne rozwigzania

Sposob |
Przeksztatcamy réwnanie rownowaznie, korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata,
i otrzymujemy:

3sin?x —4sin®x-cos?x =0
sin?x (3 —4cos?x) =0
sinx=0 lub 3—4cos’x=0

3
sinx =0 Ilub cos?x =2

, 3 V3
sinx=0 lub cosx=— Iub cosx=——
2 2
Roéwnanie sinx = 0 maw przedziale (m,2m) dwa rozwigzania: m oraz 2m.
Réwnanie cosx = @ ma w przedziale (m,27) jedno rozwigzanie: 11?”
Roéwnanie cosx = —g ma w przedziale (m,2m) jedno rozwigzanie: 7_671

Zatem réwnanie 3sin?x — sin? 2x = 0 maw przedziale (m,2m) cztery rozwigzania:

7 Un
7T161 61 TT.

Sposob Il
Przeksztatcamy rownanie réwnowaznie, korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata,

i otrzymujemy:
3sin? x = sin? 2x
V3|sin x| = |sin 2x]|
V3. |[sinx| = 2 - |sinx]| - |cos x|
|sin x| - (\/§— 2|cosx|) =0
|sinx| =0 lub V3 —2|cosx| =0
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_ V3
sinx =0 Ilub |cosx|=7

Rownanie sinx = 0 ma w przedziale (m,2m) dwa rozwigzania: m oraz 2m.

T 11w
? Oraz T
Zatem réwnanie 3 sin? x — sin? 2x = 0 ma w przedziale (m,2m) cztery rozwigzania:
T 7m 1m 21

) 6 ) 6 )

Réwnanie |cosx | = g ma w przedziale (m,2m) dwa rozwigzania:
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Zadanie 13. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe
[I. Wykorzystanie i interpretowanie Zdajacy:
reprezentacji. R7.1) stosuje twierdzenia charakteryzujgce

czworokaty wpisane w okrag i czworokaty
opisane na okregu.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: 16+/3 + 10.
3 pkt — obliczenie dtugosci boku AB: |AB| = 8+/3 i zapisanie Obugcp = 2 - (|JAB| + |CD|)
ALBO
— obliczenie diugosci boku AB: |AB| = 8+/3 i zapisanie réwnania
8V3+5 =4+ |AD].
2 pkt — obliczenie diugosci boku AB: 8v3
ALBO
— zapisanie rownosci 1) i 3) okreslonych w kryterium oceniania za 1 punkt,
ALBO
— zapisanie rownosci 2) i 3) okreslonych w kryterium oceniania za 1 punkt,
ALBO

— zapisanie rownosci 1) i 4) okreslonych w kryterium oceniania za 1 punkt.
1 pkt — zapisanie jednej Z ponizszych rownosci 1)- 4):

14B| _ 1 2J3
D =7 =1 ubz=mpp
2 4

V3 _ 1 1
2) 5-4-AC|- % = - |AC| - 14B| -,
3) Obupcp =2 (|AB| +[CD)),
4) |AB|+5 =4+ |AD|
ALBO
— zapisanie réwnania z jedna niewiadomg x (dtugoscig boku AB), np.

1640455 4(o+ ),
VI \' ., V15 [ VI§
16=<2+TX> +x —T‘<2+TX>X

(z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC i dwéch katéw tego tréjkata).
0 pkt — rozwigzanie, w ktdérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Przykladowe petne rozwigzania 5 C

Sposob | D
Oznaczmy a = |4BAC|. Zgodnie z warunkami zadania o

o L
Sln(l—4. 4

Obliczamy dtugos¢ a boku AB. Korzystamy
Z twierdzenia sinuséw w tréjkgcie ABC i otrzymujemy

%)

|AB| _ |BC| B
sin60°  sina
|AB| 4
TERES
2 4 4
Stad |AB| = 8V/3. A
Poniewaz w czworokat ABCD mozna wpisac okrag, wiec prawdziwa jest zaleznos¢
|AB| + |CD| = |BC| + |AD|
Zatem obwdd Obygcp czworokata jest rowny
Obagcp = 2 - (JAB| +|CD]) = 16V3 + 10
Sposob Il
Zauwazmy, ze pole trojkgta ABC mozna obliczy¢ na dwa sposoby:
1 1 V3
P =—=-|BC|-]AC|-sin60° ==-4-|AC| - —
5+ |BCI-1AC] - sin60° = = - 4 - |AC| -
P = ! |AC| - |AB| !
2 4
Stad |AB| = 8V/3.
Poniewaz w czworokat ABCD mozna wpisa¢ okrag, wiec prawdziwa jest zaleznos¢
|AB| + |CD| = |BC| + |AD|
Zatem obwdd Obygcp czworokata jest rowny
Obagcp = 2 - (JAB| +|CD]) = 16V3 + 10
5 C
Sposob Il D
Oznaczmy a = |4BAC|. Zgodnie z warunkami zadania o
sina = % . Obliczamy dtugos¢ a boku AB.
Prowadzimy wysokos¢ BE tréjkata ABC. S.E e
Trojkat prostokatny BCE ma katy ostre 30° i 60°,
wiec jest ,potowg” trojkgta rownobocznego o boku
diugosci 4. Zatem B
a
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

443
|EB| = T = 2\/§

Z definicji sinusa w tréjkacie prostokatnym ABE otrzymujemy

~_|EB]

sina = A

czyli

1_2v3

4 |AB|

Stad |AB| = 8V/3.
Czworokgt ABCD jest opisany na okregu, wiec |AB|+ |CD| = |BC| + |AD|.
Zatem obwdd Obygcp czworokata jest rowny

Obagcp = 2 - (JAB| +|CD]) = 16V3 + 10
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Zadanie 14. (0-4)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. Zdajacy:

P9.1) rozpoznaje w graniastostupach katy
miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza
miary tych katéw;

P9.3) stosuje trygonometrie do obliczen
dtugosci odcinkow, miar kgtéw, pol
powierzchni i objetosci graniastostupow.

Zasady oceniania
4 pkt — zastosowanie poprawnej metody i poprawny wynik: V6.
3 pkt — zapisanie réwnania z jedng niewiadomg (dtugoscig odcinka SP), np.:

% = 27@ (z podobienstwa trojkatow PHS i AHB, sposob ),

182 = % 3v2-6+ % 63 - |SP| (z rownosci pdl Pyap = Pgas + Pusg ).

9VZ =5 -6v3- [SP| (zrownosci Puss = 5 - |HS| - |AB| = - |HB| - ISP,

sposob Il),
ALBO
— obliczenie pola trojkgta HSR oraz dtugosci odcinka HR: Paysr = 97 oraz
|HR| = 3v3,
ALBO
— obliczenie diugosci odcinkéw HP i HS: |HP| = 2v3 i |HS| = 3V2,
ALBO
— obliczenie dtugosci odcinkéw HP oraz cosinusa/tangensa kata SHP: |HP| = 2v/3
i cos3SHP = g (tgaSHP = g),
ALBO

— obliczenie diugosci AK: AK = 2+/6.
2 pkt — obliczenie diugosci bokow trojkata HSB: |HS| = 3v/2, |HB| = 63, |SB| = 3V/6
ALBO
— zapisanie proporcji wynikajgcej z podobiehAstwa dwéch tréjkgtow prostokgtnych, przy
czym jednym z nich jest trojkat HSP,

ALBO
— obliczenie/zapisanie diugosci odcinkéw BH oraz SR: |BH| = 6+/3 oraz |SR| = 3,
ALBO
o = . : _ V6
— obliczenie wartosci funkcji trygonometrycznej kagta SHR: np. cos 4SHR =3

sin 4SHR =§ ,tg 4SHR =g,
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

ALBO
— obliczenie pola trojkata HAB: Payap = 182,
ALBO
— obliczenie diugosci odcinka SB isinusa kata SBH: |SB| = 3v6 i sin 4SBH = %
ALBO
— zapisanie pola tréjkgta HAB jako sumy pél tréjkgtéw SAB oraz HSB i zapisanie
1 1
Pysg =37 |HB| - |SP| (lub Pygp :j'PHAB),
ALBO

— zapisanie pola trojkgta HSB na dwa sposoby: Pysp = % |HS| - |AB| oraz

Puss = |HB| - |SP|,
ALBO
— obliczenie pola trojkata HSB: Pygp = 9V?2.
1 pkt — obliczenie/zapisanie dtugosci jednego z odcinkéw BH, SR, HS albo BS:
|BH| = 6V3, |SR| = 3, |HS| = 32, |BS| = 3V6.
0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli jedynym btedem zdajgcego jest:
a) zastosowanie niepoprawnej definicji jednej funkcji trygonometryczne;j
b) btedne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa
c) zastosowanie niepoprawnej tozsamosci /x? +y? =x+y
d) btedne zastosowanie twierdzenia cosinuséw lub sinusow
e) btedne zastosowanie wzoru Herona

to zdajgcy moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajgcy korzysta ze zwigzku |HP| = % |HB| (gdzie P jest spodkiem wysokosci

poprowadzonej z wierzchotka S na podstawe HB tréjkgta HSB) i nie uzasadni jego
prawdziwosci, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

H G
Przyktadowe petne rozwiagzania [
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku: :
S — $rodek odcinka AH, E ¢ = F
1
R — $rodek odcinka BH, Ll A\ P
P — spodek wysokosci trojkgta SBH poprowadzonej S R
z punktu S na bok BH. AN
|
P N W I c
A 6 B
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

Sposob |
Obliczamy |AH| = 6V/2, |BH| = 6+/3.
Trojkaty AHB i PHS sg podobne (cecha kkk), wiec
|SP| _ |SH|
|AB|  |BH|
ISP| _3V2
6 6V3
ISP| =6
Uwaga:
Réwnanie % = % otrzymamy, stosujgc dwukrotnie definicje sinusa kata SHP

w trojkatach prostokgtnych HSP i HAB.

Sposoéb Il
Obliczamy |AH| = 62, |BH| = 6V/3, |HS| = 3V/2.
Obliczamy pole tréjkgta HSB:

1 1
PAHSB:§'|H5|'|AB|=E'3\/§-6=9\/§

Ale

1 1
Prysg = > |HB| - |SP| = 5-6\/5- |SP| = 3V3 - |SP|

Stad

3V3-|SP| = 9V2

wiec |SP| =+/6.

Sposob lla

Odcinek SR taczy srodki bokow w trojkagcie ABH, jest wiec rownolegty do boku AB i ma
dtugosé réwng |SR| = % 6 = 3.

Zauwazmy, ze tréjkgt HAB jest prostokatny, zatem trojkat HSR tez jest prostokatny.
Obliczamy |AH| = 62, |BH| = 6+/3.

H
Obliczamy pole tréjkgta HSR:
1 1 92
Papsr = = |HS| - SR =—.3/2-3="+f
2 2 2 .
S
Ale
1 1
Pause = 5 |HR| - |SP| = =-3V3-|SP|
2 2 \
A 6 B
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Stad
1 N2
=+ 3V3:|SP| =—
2 V3:IsPl 2
wiec |SP| = /6.
Sposob 1l
Wyznaczamy cosinus kata SHP: H

ssup = AHl 6vV2 V6
cos = = =

|BH| 6y3 3
%

Poniewaz cos 4SHP = % = |3H—\/%| , wiec |3H—\/I%| = \/TE
istad |HP| = 2V3.

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie HPS mamy (3vZ)" = [SP|2 + (2v3)’,
wiec |SP| = V6.

Sposéb IV
Obliczamy |AH| = 62, |BH| = 6V3.
Zauwazamy, ze tréjkgt HAB jest prostokatny. Pole trojkata HAB jest rowne

6vV2 - 6
V2 =18V2

Niech punkt K bedzie rzutem wierzchotka A na bok BH trojkata HAB, zatem

AK| - |HB
AR B _

36V2  36V2
THBI ~ 6v3
Poniewaz trojkgty HSP i HAK sa podobne, wiec

|HS| _ |HA|
|SP| |AK|

AHAB =

|AK| = 2V6

Stad

3x/§-2x/62

|SP| =
6v2
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

Uwaga:

Zadanie mozna rowniez rozwigzac¢, rozwazajgc ostrostupy DEGH oraz DEGB.
Prowadzimy odcinki EG i DG. Trojkgt EDG jest rownoboczny, gdyz wszystkie jego boki sg
przekatnymi przystajgcych kwadratow, a poniewaz odcinki DH, EH i GH majg rowne
dtugosci, odcinki DB, EB i GB tez majg rowne dtugosci, wiec ostrostupy DEGH i DEGB
0 wspolnej podstawie DEG sg prawidtowe.

Wynika stad, ze prosta BH zawiera wysokosci tych ostrostupow, a to oznacza, ze punkt P
jest srodkiem ciezkosci trojkata DEG o boku diugosci |DE| = 6v/2. Zatem
1 6V2-3

ISP =% -

=6
3 2 V6
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 15. (0-5)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymagania szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:

R3.1) stosuje wzory Viéte’'a;

R3.2) rozwigzuje rownania i nierownosci
liniowe i kwadratowe z parametrem.

Zasady oceniania
Rozwigzanie zadania sktada sie z trzech etapéw.

Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A> 0. Za poprawne wykonanie tego
etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne rozwigzanie nieréownosci A> 0: m € (—,2) U (%, +00).

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy rozwigzuje warunek A= 0, to za te cze$¢ rozwigzania otrzymuje O punktow.

Drugi etap polega na wyznaczeniu tych wartosci parametru m, dla ktérych jest spetniony
warunek x3 + x5 > —28. Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 3 punkty.
Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:
3 pkt — rozwigzanie nieréwnosci z jedng niewiadomg m, wynikajgcej z warunku

9

X3 +x3>-28me (Z’Z)'

2 pkt — zapisanie nierownosci z jedng niewiadomg m, wynikajgcej z warunku
X3 +x3>-28np. —64—3- (— ﬁ—:g) (—4) > —28
ALBO

3 3
— zapisanie nieréwnosci | —2 — om—11) (o4 pmoll) o g poprawne
m—2 m—2

zastosowanie wzoru skréconego mnozenia na szescian sumy/réznicy do co najmniej

3 3
jednego ze sktadnikéw sumy (—2 — 5m—11> + <_2 n 5m—11> .

m—2 m—2

1 pkt — przeksztatcenie nieréwnosci x3 + x5 > —28 do postaci pozwalajgcej na
bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte'a, np.
(x1 + %)% = 3xyx,(x; + x,) > —28
ALBO

— wyznaczenie pierwiastkdw tréjmianu kwadratowego x? + 4x — —= w zaleznosci

m—2
’20m—4—4— ’20m—4—4—
. _ —4- m—2 _ —4+ m—2
odm: X =——7 % =—"—737 -

0 pkt — rozwigzanie, w ktdérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.
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Trzeci etap polega na wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg
jednoczesnie dwa warunki: A >0 i x3 +x3 > —28: m€ (%,%)
Za poprawne wykonanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.

1 pkt — poprawne wyznaczenie wszystkich wartosci parametru m, ktére spetniajg

jednoczesnie warunki A >0 i x3 +x3 > —28: m€ (%%)

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy popetni w | i/lub Il etapie jedynie btedy rachunkowe i otrzyma zbiory
rozwigzan z | i Il etapu, ktore nie sg roztgczne i zaden z nich nie jest zbiorem liczb
rzeczywistych, a nastepnie poprawnie wyznaczy czes¢ wspolng zbiorow rozwigzan
z etapow | i I, to za Il etap otrzymuje 1 punkt.

2. Jezeli zdajgcy w |l etapie rozwigzania popetni btad i przyjmie, ze x; + x, = iz—j lub
X1 - X; = T 4, to za |l etap moze otrzymac co najwyzej 1 punkt, a za lll etap otrzymuje
0 punktow.

3. Jezeli zdajgcy w Il etapie rozwigzania popetni btad, ktéry nie jest rachunkowy (np. pominie
istotne nawiasy przy przeksztatcaniu nieréwnosci x3 + x5 > —28 do postaci
pozwalajgcej na bezposrednie zastosowanie wzoréw Viéte’a, albo przyjmie, ze
x3 4+ x5 = (x; + x)[(x1 + x3)? — x; - x,], i konsekwentnie do popetionego btedu
doprowadzi rozwigzanie |l etapu zadania do konica, to moze uzyskaé co najwyzej 1 punkt
za Il etap.

Przyktadowe petne rozwigzanie
| etap

Tréjmian kwadratowy x?2 + 4x — z—:g , gdzie m # 2, ma dwa rdzne pierwiastki rzeczywiste
wtedy i tylko wtedy, gdy wyréznik tego tréjmianu jest dodatni. Rozwigzujemy warunek A> 0:
42 — 4 ( o 3) > 0

2

20m — 44
m-—2
20m—-44)-(m—-2)>0

20<m—%)-(m—2)>0

11
m € (—o,2) U (?, +00)

Il etap

Sposob |
Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m # 2, dla ktérych jest spetniony warunek

x3 + x3 > —28, korzystajac ze wzoréw Viéte'a:
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

(x1 + x2)3 - 3x1x2(x1 + xZ) > _28

-3
—64 —3 (——2)-(—4) > —28
m—3< 3
m-—2

(4dm-9)(m—-2)<0

e(27)
m 2

Sposob Il

Wyznaczamy pierwiastki x;, x, tréjmianu kwadratowego x? + 4x — m=3.

m—2"

20m—44
m-2 5m—11

1= m—2
/ZOm 44

—4+ m—2 5m—11

X2 = m— 2

Nieréwnos¢ x3 + x5 > —28 mozemy wiec zapisaé w postaci

3 3
5m—11 5m-—11
22— |— 4|24+ |—————| > -28
m—2 m—2

Oznaczmy 52—2 przez p. Wtedy

(—2-p)*+(-2+p)*>-28
Korzystajgc ze wzoru na szescian réznicy i sze$cian sumy, otrzymujemy dalej
(—8—12p — 6p? — p3) + (-8 + 12p — 6p? + p3) > —28
—12p%? — 16 > —28

12p2 —-12<0
p?—1<0
Zatem
2
5m-—11
—-1<0
m-—2
5m—11
-1<0
m-—2
CENTRALNA
KOMISJA

EGZAMINACYJNA
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

S5m—-11-m+2
m— 2
4m -9
m—2
(4dm-9)(m—-2)<0

)

Nierownosé (—2 —p)3 + (=2 + p)3 > —28 mozemy réwniez przeksztatci¢, korzystajgc ze
wzoru na sume szescianow. Wtedy otrzymujemy

(=2-p+(2)+pI(-2-p)* = (=2-p)(=2+p)+ (=2 +p)*] > -28
—4(4+4p +p2+p?—4+4—4p+p?) > 28

<0

3p2+4<7
p?—-1<0
Il etap
Wyznaczamy wszystkie wartosci parametru m # 2, ktére jednoczesnie spetniajg warunki

me€ (—o,2) U (%,+00) oraz m € (2%) meE (%%)
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Zasady oceniania rozwigzan zadan

Zadanie 16. (0-7)

Wymagania egzaminacyjne 2023 i 2024

Wymaganie ogodlne Wymaganie szczegoétowe

[ll. Modelowanie matematyczne. Zdajacy:
R11.6) stosuje pochodne do rozwigzywania
zagadnien optymalizacyjnych.

Zasady oceniania

Czes¢ a)
3 pkt — wyznaczenie pola P tréjkata ABC jako funkcji zmiennej m: P(m) = mm__24
2 pkt — wyznaczenie pierwszej (lub drugiej) wspoétrzednej punktu C: x. = %n
(ub y =2
1 pkt — wyznaczenie wspoiczynnika kierunkowego prostej BD: %

ALBO
— zapisanie rownania prostej BD w postaci ogdlnej, np. 2x + (m — 3)y —2m = 0.
0 pkt — rozwigzanie, w ktdérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

Czesé b)
4 pkt — wyznaczenie rownania prostej BC w przypadku, gdy pole tréjkgta ABC jest
o 2 16
namniejsze, np. y = —gx + = -

3 pkt — zbadanie znaku pochodnej funkcji P: P'(m) > 0 dla m € (8,+) oraz
P'(m) < 0 dla m € (4,8), oraz wyznaczenie (z uzasadnieniem) wartosci
zmiennej m, dla ktérej funkcja P osigga warto$¢ najmniejszg, np.
funkcja P zmiennej m (okreslona na przedziale (4,+)) jest rosngca
w przedziale (8,+) oraz malejgca w przedziale (4, 8), wiec w punkcie m = 8
osigga najmniejszg wartos¢
ALBO
— uzasadnienie, ze dla m = 8 funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg (przy metodzie
Srednich liczbowych).
2 pkt — obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji P: m = 8
ALBO
— obliczenie wartosci m, dla ktérej zachodzi rowno$¢ Sredniej arytmetycznej

:m=8.
2m(m—4)—m?2-1
(m—4)*

16
m—4

i geometrycznej liczb dodatnich m — 4 oraz

1 pkt — wyznaczenie wzoru pochodnej funkcji P, np. P'(m) =

ALBO
— zapisanie nieréwnos$ci miedzy Srednig arytmetyczng a geometryczng liczb m — 4

16
oraz ——z:
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Egzamin maturalny z matematyki na poziomie rozszerzonym — termin gtowny 2023 r.

16
m—4+— 16
2 - \/( ) -4
ALBO
— zapisanie nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng a geometryczng liczb m — 4, 4
16
oraz m .

3 m-—4

0 pkt — rozwigzanie, w ktérym zastosowano niepoprawng metode, albo brak rozwigzania.

m—4+4+— 16
mt> |(m—4) -4 -—

Uwagi do czesci b):

1. Badanie znaku pochodnej zdajgcy moze opisaé w inny sposoéb, np. szkicujgc wykres
funkgiji, ktéra w ten sam sposdb jak pochodna zmienia znak i zaznaczajgc na rysunku, np.
znakami ,+” i ,-”, znak pochodnej.

2. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto$¢ najmniejszg dla
wyznaczonej wartosci m, przy ktérej pochodna sie zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy
zdajacy:

— opisuje (stownie lub graficznie - np. przy uzyciu strzatek) monotonicznosé funkcji P
lub

— zapisuje, ze dla wyznaczonej wartosci m funkcja P ma minimum lokalne i jest to
jednoczesnie jej najmniejsza wartosé.

Jezeli zdajgcy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za cze$¢ b) moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy, przy uzasadnieniu, ze funkcja P przyjmuje najmniejszg wartos¢ dla
m = 8, nie ogranicza sie do przedziatu (4, +), to za cze$¢ b) moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty.

4. Akceptujemy przedziaty monotonicznosci (4, 8), (8, +0).

5. Jezeli zdajgcy wyznaczy minimum lokalne i nie zapisze, ze jest to wartos¢ najmniejsza, to
otrzymuje co najwyzej 3 punkty za czesé b).

Przyktadowe petne rozwigzania

a)
Sposob |
2—0 2

Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej BD: agp = 3I=m = 3=m

Prosta BD ma réownanie y = ﬁ (x —m).

Wyznaczamy wspétrzedne wierzchotka C = (x, yc), rozwigzujac uktad réwnan
2 .

yzm-(x—m) i y=—2x.

Stad, dla m > 4, otrzymujemy
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g (e —m) = —2x
3_
( +2> 2m
3 — Xe = m
8—2m _ 2m
3-m ¢ 3-m
4 —m m
3—m xc_3—m
m
xC:4—m
Wtd —_2.l—2_m2t C—(L Z_m)
edy Ye = 4—m = m-4 M L =a5m 0 m=a)

Podstawa AB tréjkgta ABC ma diugosé |m|. Wysokos¢ trojkata ABC opuszczona

z wierzchotka C jest rowna %| Zatem pole P tego trojkata, jako funkcja zmiennej m,
jest okreslone wzorem

1 2m
P - _.  —
(m) =7 Iml ‘m—4
m2
Poniewaz m > 4, wiec P(m) = presy
Sposdb Il
2-0 2

Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej BD: agp = 3om = 3=m-

Punkt C lezy na prostej y = —2x, zatem ma wspotrzedne (x, —2x¢).

—ZxC—O _ ZxC

Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej BC: ag. = o =
c c

Poniewaz agp = agc, wiecdla m > 4 otrzymujemy

2 2xc

3—-m m-—x
Stad

Weedy —2x¢ = —2- % = 2™ zatem C = (

4—m = m—4 = o )

4—m’ m—4
Podstawa AB tréjkgta ABC ma dtugo$¢ |m|. Wysokos¢ trojkgta ABC opuszczona

z wierzchotka C jest rowna |%| Zatem pole P tego trojkata, jako funkcja zmiennej m,

jest okreslone wzorem

1 2Zm
Pm) =g Iml =3
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2
Poniewaz m > 4, wiec P(m) = % :
b)
Sposob |

Wyznaczamy pochodng funkcji P:

2m(m—-4)-m?-1_m?—-8m m(m—8)

P = T =7 (m—%)?

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej funkcji P:
PP(m)=0 i me (4,+x)
m(m — 8) _
m =0 i me (4, +00)
mim—-8)=0 i mEe€ (4, +)
m=28

Poniewaz P'(m) > 0 dla m € (8,+%) oraz P'(m) < 0 dla m € (4, 8), wiec funkcja P
jest malejgca w przedziale (4,8) oraz rosngca w przedziale (8, +). Zatem funkcja P
osigga wartos¢ najmniejszg dla m = 8.

Gdy m = 8, to prosta BC przechodzi przez punkty B = (8,0) oraz D = (3,2), wiec ma

rownanie y = 5’2T8 (x—8),czyli y = —%x +%_
Sposob Il

2
Przeksztatcamy wyrazenie pro

m? (m?—8m+16)+8m—32+ 16 16
= =(m—-4)+8+——
m—4 m—4 m—4

Poniewaz m > 4, wiec liczby m — 4 oraz ml_64 sg dodatnie. Z nieréwnosci miedzy

Srednimi arytmetyczng i geometryczng dla liczb dodatnich m — 4 oraz 16 otrzymujemy:

m—4
16
m—4+— 16
—"1-42\/("1_4)._

2 m-—4

m—4+——

fm%z V16

=8

16
m-—4+
m

m—4+8+ > 16

m —

P(m) > 16
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przy czym rownos¢ zachodzi tylko dla tych m, dla ktérych m — 4 = % i jednoczesnie

m > 4, t.dla m = 8.
Zatem funkcja P osigga wartos¢ najmniejszg dla m = 8.

Gdy m = 8, to prosta BC przechodzi przez punkty B = (8,0) oraz D = (3,2), wiec ma

rownanie y = 3’2T8 (x—8),czyli y = —%x +%_
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